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Zajecia laboratoryjne: Statystyka i analiza danych pomiarowych.

I.  Wprowadzenie do do$wiadczenia

1. Cel doswiadczenia, przyrzqdy

Celem doswiadczenie jest .... (wpisac).

Przyrzqdy: waga elektroniczna z rozdzielczoscig, suwmiarka cyfrowa 1 analogowa, probki
substancji w ksztalcie prostopadlos$cianu i walca.

2. Wprowadzenie teoretyczne

(Wzo6r dla wielkosci pomiarowej/ych. Rysunek, schemat uktadu — jesli wynika to z charakteru
doswiadczenia.)
Gestos¢ substancji z ktorej jest wykonana jest bryta (kula, prostopadioscian, walec) wyzna-
czamy ze Wzoru

m
=—, 1
p=y 1)
gdzie

m — masa bryty (kuli, prostopadtoscianu, walca); V — objetos¢ bryty przy czym:
objetos¢: kuli — V, :%Df, walca — V,, :%szvh, prostopadloscianu — V, =abc,

D, — érednica kuli, D,, — $rednica walca; h — wysokos$¢ walca, a, b, ¢ — wymiary prostopa-
dloscianu.
Do obliczen wartosci $rednich pomiaréw bezposrednich zastosowany bedzie wzor na
Srednig arytmetyczng n wynikOw pomiarow:

1
X:Hzxi' 2)

gdzie n — liczba pomiaréw a X 0znacza wielko$¢ mierzona.
3. Niepewnosci pomiaru
Pomiary bezposrednie

Do obliczen niepewnos$ci pomiardw bezposrednich zastosowane beda nastepujace wzory:
odchylenie standardowe wartosci $redniej

1 n

U, (x)=s; = \/ (X, = %) ©)
n(n-1) ,Z:l:

catkowita niepewnos$¢ standardowa pomiaru bezposredniego

U(0) = U2 () + U2 (%) =Js§ LA0THAX) (4)

3

gdzie
AgX —niepewnos¢ (dziatki przyrzadu) wzorcowania danego przyrzadu
A X — niepewno$¢ eksperymentatora
We wzorach x oznacza wielko$¢ mierzong bezposrednio —m, a, b, ¢, h lub D.
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Pomiary posrednie

Ztozong niepewno$¢ standardowa U (y) wielkosci liczonej posrednio y oblicza si¢ korzystajac
Z prawa przenoszenia niepewnosci pomiardOw bezposrednich nieskorelowanych w postaci

uc<y>=\/i(§f7) u* () :Ji[ciu(xi)]z sJiuf(y) , ®

i=1 i

gdzie N — liczba wielkosci mierzonych bezposrednio, Ci — wspotczynnik wrazliwosci,
ui(y) =|ci| u(x) — udzialy niepewnosci.
Wygodnie jest korzystaé z prawa propagacji niepewnos$ci wzglednych?

o =20 Sipu,0f Jzﬁ_jg} | o

i=1 i—1 y X;
gdzie pi — wzgledny wspotczynnik wrazliwosci; pi = ;% /Y.

Zaletg prawa przenoszenia niepewnosci wzglednych jest nie tylko ulatwienie obliczen,
lecz takze bardziej przejrzysta analiza przyczyn niepewnos$ci. Obliczajagc niepewnosci
wzgledne wielkosci wejSciowych, widzimy, ktoéra z nich jest najwicksza — z reguly to ona
wnosi najwigkszy udzial do niepewnosci ztoZzone;.

W naszym przypadku y = p a zalezno$¢ funkcyjng f okreslajg wzory na p. Poniewaz ma-
ja posta¢ jednomianu (Y =K X;* X532 ... X"

- k — stata) wigc wygodnie jest obliczy¢ niepewnos¢

wzgledng wg nastepujacego schematu: obliczamy logarytm funkcji a nastgpnie r6zniczke lo-
garytmu tej funkcji. Poniewaz Iny =Ink+ e, Inx, +a,Inx, +... +a, In X, , wigc

X X dx

d(Iny) =d—y=ald—1+a2d—2+...+an -

y Xy X, X

n
Z porownania ze wzorem (6) i przyporzadkowania dx; — u(x;) oraz ¢ — p; mozemy zapi-
sa¢ posta¢ wzoru na wzgledng niepewnos$¢ pomiaru wielkosci y mierzonej posrednio.

Dla gestosci walca mamy:

-1
p:m(%Dzhj =£m1h‘lD‘2, wigc Inp=In(@n')+Inm-Inh-2InD . @)
T
Zatem
d_pzd_m+[_%j+(_2d_D) (8
p m h D

Z pordéwnania z (8) mozemy poda¢ wzglgdne wspotczynniki wrazliwosci pi (zauwazmy, ze
pi = ai) We wzorze (6) na niepewnos$¢ standardowa wzgledng i dla U.(y) mozemy napisac

2 2 2
Uc,w(pw)=pw\/(u(m)) +(—“(h)j +[—2“(D)j : (9)
m h D
Podobnie postepujac dla gestosci Kuli i prostopadto$cianu otrzymamy
_ - fum)Y’ u(D)jZ 10
uc,k(pk)_pk\/( — j +(3 D . ( )

! Niepewnosé¢ wzgledna w Przewodniku GUM nie ma oddzielnego oznaczenia. W sytuacjach nie powodujacych
nieporozumien bgdziemy stosowaé zapis z indeksem dolnym ,,r” tj. u,(y) = u(y)/y.
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quU%)=p%J[”$”j +[“:°j +(“S)] +[“§>j. (11)

Zauwazmy, ze znajac wspolczynniki pi mozemy z (7) obliczy¢ udziaty niepewnosci Ci u(X)

Ui (o) =il u(x) = lpif ur(x:) p. (12)
Poréwnujac z (9) widzimy, ze dla trzeciej mierzonej bezposrednio wielkosci — D, dla ktorej 1 = 3,

mamy pi =—2 i jej udzial niepewnosci jest rOwny

4 m
uiD)=|-2—
(®) n hD?

b =] 2|1, @)p=| 22 u(D)

Stad, wspotczynnik wrazliwosci ¢, =|-8p/D|u(D) = |-8m/(xhD?)|.

Obliczone wartosci sa potrzebne do zestawienia tzw. bilansu niepewnos$ci pomiaru
co stanowi przyjeta forme raportowania w dokumentacjach.

ZYozong niepewno$¢ standardowg U¢(Yy) mozna obliczy¢ bez odwotywania si¢ do pochodnych.
W tym celu skorzystamy z zalecanego przez Przewodnik GUM wzoru:

Z, =%[f(xl,...,xi F U)Xy )= F (XX, = UK ), Xy ). (Z1)

To znaczy, ze warto$¢ U;(y) (= ¢, u(X;) — udzialy niepewnos$ci) wyznacza si¢ obliczajac zmiang
spowodowang zmiang X; 0 +U(X;) i 0 —u(X;). Jako wartos¢ u;(y) przyjmuje si¢ |Zi |, a jako
warto$¢ odpowiedniego wspolczynnika wrazliwosci ¢; przyjmuje sie Zj/u(x;). Oczywiscie

2w=37 @)

Zauwazmy, ze wzor (Z2) odpowiada wzorowi (5).

Korzystajac z wzoréow (Z1) i (Z2) obliczymy niepewno$¢ pomiaru dla gestosci walca

2V V. Vom m

_l(m+u(m)_m—u(m)j_12u(m) _u(m) _mu(m) _ u(m)
LI v )~ ) —7

z _im_h ~m h _ Imf h N
" 2\V (h+u(h)) V (h-uh)) 2V {h+u(h) h-u(h)

_imh (h-um)=(hru®) _ 1 -2u(m) o uth)
“2v C(hrum)h-uty) 27 R —@m)E O h
Podobnie obliczajac otrzymamy
7 2u(D)
D~ D .

Zatem podstawiajac do (Z2) mamy

: 2 2P l2. = o2 (_umY D)Y
ot st {2 )

czyli dokfadnie to samo co w (9).

Podobnie postepujac obliczamy niepewnos$ci pomiru gestosci dla kuli i prostopadloscianu.

Mat. do raportu: Wyznaczanie ggstosci; oprac. T.Molenda -3/7-



Il.  Pomiary

Poda¢ niepewno$ci pomiaru typu B (systematyczne) wynikajace z uzycia suwmiarki
I wagi.
Ada=...., Ud(a)=,1td, Adm=...., Ud(m)=.....

Wypisa¢ dane pomiaru w postaci Tabeli.

I1l.  Opracowanie wynikéw

Najpierw wyznacza si¢ warto$ci z pomiaru bezposredniego oraz ich niepewnosci pomiaru
(wartosci wpisa¢ lub wklei¢ z arkusza kalkulacyjnego).
Nastepnie oblicza si¢ wartosci Z pomiaru posrednieg0 Oraz ich niepewnos$ci pomiaru (wartosci
wpisac¢ lub wklei¢ z arkusza kalkulacyjnego).
Zapisa¢ po zaokragleniu wartos$¢ gestosci 1 jej niepewnosci oraz niepewnos¢ wzgledna.
Zapisa¢ rdwniez niepewnosci pomiaru otrzymane z obliczen dla metody NKP, metody
elementarnej.

Ocena zgodnosci wynikow
Poréwna¢ wyniki korzystajac z suwmiarki cyfrowej 1 analogowej. Odnies¢ si¢ do danych ta-
blicowych.
IV. Zestawienie wynikow danych pomiaréw bezposrednich i posrednich

Przedstawi¢ zestawienie w postaci tabeli (oddzielnie dla prostopadtoscianu i walca)
Tabela .... . — patrz ostatnia strona

V. Dyskusja wynikow
Uzyskana w doswiadczeniu warto$¢ gestosci prostopadioscianu (...)
VI.  Whnioski

Najlepiej w punktach. Porowna¢ niepewnosci otrzymane réoznymi metodami: zZ prawa propa-
gacji niepewnosci, metoda elementarna, metoda NKP (dane przedstawi¢ w postaci tabeli).

Dopisek — poréwnywanie wynikéw
Chcac porownaé otrzymane wyniki z wynikiem tablicowym xT, korzystamy z przedzialowego
kryterium zgodnosci wynikéw pomiarow, czyli sprawdzamy czy dla naszych wynikow spetniona jest
nierOwWnos¢:
‘)_(—XT‘SU()_()+U(XT). (12)

Jezeli powyzsza nier6wno$¢ nie zachodzi, nalezy zastapi¢ niepewno$¢ U przez niepewnosc rozsze-
rzong U. Jesli i wowczas ta nierdwnosc¢ nie jest spetniona to znaczy, ze wyniki nie sa zgodne.

Niepewnos¢ rozszerzona (expanded uncertainty) — zdefiniowana przez ,,wielko$¢ okreSlajaca
przedziat wokot wyniku pomiaru, taki ze mozna oczekiwac, iz obejmie on duza cze$¢ wartosci, ktore
w uzasadniony sposob mozna przyporzadkowac wielkosci mierzone;j."

Obie niepewnosci sa powiagzane zalezno$cig U = ku, gdzie k — wspotczynnik rozszerzenia.
Wspolczynnik rozszerzenia K zalezny jest od liczby pomiaréw oraz poziomu ufnosci (okreslany jest
czgsto mianem wspolczynnika Studenta-Fishera tya), w wiekszosci przypadkoéw przyjmujemy k = 2.

Nieréwnos¢ (12) mozemy stosowaé dla wartosci otrzymanych réznymi metodami pomiarow,
woweczas sprawdzamy czy spelniona jest nierdOwnosc:

X =X'|<u(X) +u(x"). (13)

Jezeli powyzsza nierowno$¢ nie zachodzi, postgpujemy jak zostalo opisane powyzej.
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Tabela 1. Bilans niepewno$ci wyznaczenia gestosci dla walca. Pomiar suwmiarkg: cyfrowa — a), analogowa — b).

Symbol . ., . — — .
Rodzaj | ijednostka | Wartoge |\ CPEWROSC | Wzglgdna nie Wagledny wsp. | 92! mepewnosel _ Udzial
pomiaru | wielkosci mie- srednia pomiary PEWROSC POTNATY |- o Sliwosci Pi, % wzgletne] ICpEWROSCl
rzonej u(xi) Ur(X;), % K Ci U, (%), % Ci U(X)
m, g
a) h,cm
Pomiar
bezposredni b) h, cm
a) D,cm
b) D,cm
Pomiar 3
posredni a) p, kg/m
b) p, kg/m®
Wynik T 3
oczekiwany | 2 K9/m
Ocena
zgodnos$ci
wynikoéw

T — dane tablicowe.
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Tabela 2. Bilans niepewnosci wyznaczenia gestosci dla prostopadto$cianu. Pomiar suwmiarka: cyfrowg — a), analogowa — b).

Symbol . iy . L . .
Rodzaj | ijednostka | Wartoge |\ CPEWROSC | Wzglgdna nie Wagledny wsp. | 92! mepewnosel _ Udzial
omiaru | wielko$ci mie- srednia pomiary PEWROSC POTNATY |- o Sliwosci Pi, % wzgletne] ICpEWROSCl
P rzonej u(x Ur (%), % ; C U (%), % C, U(X,)
m, g
a) acm
b) a, cm
Pomiar
bezposredni a) b,cm
b) b, cm
a) c,cm
b) c,cm
Pomiar 3
posredni a) p, kg/m
b) p, kg/m?®
Wynik T 3
oczekiwany | 2 K9/m
Ocena
zgodnos$ci
wynikoéw
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Tabela 3. Bilans niepewnosci — porownanie obliczen metoda elementarng i korzystajac ze wzorow (9), (11) — MRZ

Wartosé
$rednia

Wielko$é
mierzona

Niepewno$¢ pomiaru
u(x)

Wzgledna niepewno$¢
pomiaru u,(x;), %

Wzgledny wsp.
wrazliwos$ci P;, %

Udziatl niepewnosci
wzglednej C; U, (X;), %

Udziat niepewnosci

Ci U(X;)

MEI MRZ

MEI MRZ

MEI MRZ

MEI MRZ

MEI

MRZ

m, g

h, cm

D, cm

p, kg/m®

Porownanie z Tab. 1.

Prostopadloscian

m, g

a,

b, cm

C,cm

p, kg/m?

Porownanie z Tab. 2.

Poroéwnanie z Tab. 1 lub 2. Odnie$¢ do odpowiednich warto$ci w Tabeli 1 i 2 wyrazajac w % zmiang wzglednag (tj. 1 — (wartos¢ w Tab. 3)/(warto$¢ w Tab. 1)).
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